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Motivation ﬁ(IT
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B Welche grundlegenden mathematischen Mittel werden benétigt?

@ Wir mussen Punkte und Positionen im Raum beschreiben:
® Woist der Apfelsaft ? (an welcher Koordinate?)
® Relativ zu welchem Koordinatensystem?
B Relativzum Kamera Koordinatensystem?
Relativ zum Arm/Schulter Basiskoordinatensystem?

Relativ zum Basiskoordinatensystem der mobilen Plattform? (zwei Meter vor dem Roboter?)
Relativ zum Weltkoordinatensystem? (befindet sich ganz links in der Ecke der Kiiche)

@ Wir mussen Orientierungen im Raum beschreiben:
B Befindet sich die Flasche direkt vor dem Roboter?
B Oder muss sich der Roboter nach links drehen um die Flasche zu sehen?

B Wir benotigen ein Framework um Positionen (Translationen) und Orientierungen
(Rotationen) zu beschreiben
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Kinematische Grundlagen =~ === ot

B Dieses Kapitel ist eine Einfuhrung in die mathematischen
Grundlagen der Robotik

B Fokus auf Kinematik (mehr dazu spater) :

B Mathematische Methoden zur Beschreibung von Starrkorper

Transformationen
(Basierend auf Linearer Algebra)

B Anwendung dieser Methoden um Roboter zu modellieren

&
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Definitionen _\.\J(IT
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B Kinematik analysiert die Geometrie eines Manipulators oder
Roboters. Das essentielle Konzept ist die Position.

B Statik behandelt Krafte und Momente, die sich auf den
ruhenden Mechanismus auswirken. Dass essentielle Konzept ist
die Steifigkeit.

® Dynamik analysiert die Krafte und Momente, die durch
Bewegung und Beschleunigung eines Mechanismus und einer
zusatzlichen Last entstehen.
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Kinematik — Terminologie | ﬂ(IT

Endeffektor (Hand, Greifer, Schweil3pistole)




Kinematik — Terminologie Il ﬂ(IT

B Kinematische Kette ist ein Satz an Gliedern
die durch Gelenke verbunden sind.

B Kinematische Ketten kdnnen durch einen
Graph reprasentiert werden. Kanten
reprasentieren Glieder, Knoten
reprasentieren Gelenke.

(LFI11z, LFI11x)

-
-
-
[t
-

LFI21y, LFJ21x)

(LF310z, LF110x)

LFJ10
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Kinematik — Terminologie Il ﬂ(IT

B Kinematische Kette ist ein Satz an Gliedern die durch Gelenke
verbunden sind.

B Kinematische Ketten kénnen durch einen Graph reprasentiert
werden. Kanten reprasentieren Glieder, Knoten reprasentieren
Gelenke. t
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Kinematik — Terminologie Ill ﬂ(IT

B Kinematische Ketten: weitere Beispiele

Upper neck
Lower neck

Right clavicula Left clavicula

Right shoulder Left shoulder

Right elbow Left elbow
Right wrist Left wrist
Right knee Left knee
Y
Right ankle Leftankle X | ;' Z
Q spherical joints
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Kinematik — Freiheitsgrade -\-\J(IT

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Freiheitsgrade (weniger formale Definition) ist eine Anzahl
unabhangiger Parameter, die zur kompletten Spezifikation der
Position eines Mechanismus/Objekts beno6tigt werden.

Beispiele:
® Ein Punkt auf einer Ebene hat 2 DoF
® Ein Punkt im 3D Raum hat 3 DoF
B Ein Starrkorper in 2D Raum, z.B. auf einer Ebene hat 3 DoF
B Ein Starrkorper im 3D Raum hat 6 DoF

Englisch: degrees of freedom (DoF)
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Starrkorperbewegung -\\J(IT
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Starrkorperbewegungen werden durch zwei Eigenschaften
charakterisiert

1. Die Distanz zweier beliebiger Punkte ist konstant

2. Die Orientierung des Korpers bleibt erhalten.
(Ein rechtsdrehendes Koordinatensystem bleibt rechtsdrehend)

&
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SO(3) und SE(3) ﬁ(IT

Die folgenden beiden Gruppen sind in der Robotik von
besonderem Interesse

® SO(3) - die Spezielle Orthogonal Gruppe, die Rotationen reprasentiert und

B SE(3) - die Spezielle Euklidische Gruppe, die Starrkérper Bewegungen
reprasentiert

® Elemente aus SO(3) werden als reale 3x3 Matrizen beschrieben und
erfullen

RTR =1 with det(R) = 1

® Elemente aus SE(3) sind von der Form (p,R), mit p € R3 und R € SO(3)
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Affine Geometrie -\-\J(IT
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B Wir benutzen affine Geometrie um raumliche Transformationen zu
beschreiben.

B Diese Transformationen bestehen aus Verkntpfungen von
@ Rotationen
® Translationen

B Unterschiedliche Moglichkeiten zur mathematischen Beschreibung
raumlicher Transformationen:

B Rotationsmatrizen und Translationsvektoren
® Homogene Matrizen
® Quaternionen

® Duale Quaternionen
|

B Diese Vorlesung wird die Ublichsten Reprasentation einflihren.

&
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Konventionen _\\J(IT
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B In dieser Vorlesung, werden fir Symbole folgende Konventionen
verwendet:

B Skalare: kleingeschriebene lateinische Buchstaben
B Beispiel: s, t € R

B Vektoren: fette kleingeschriebene lateinische Buchstaben
® Beispiel: a,b,c € R3

B Matrizen: grofgeschriebene lateinische Buchstaben
B Beispiel: 4 € R3%3

@ Lineare Abbildungen (Transformationen): groRgeschriebene griechische
Buchstaben

® Beispiel: ¢(-): R3 - R3

&
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Euklidischer Raum ﬁ(IT
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® Der euklidische Raum ist der Vektorraum R> mit dem
Standardskalarprodukt (auch: inneres Produkt).

B Beispiel:

Ein Punkt ¢, der auf einer Linie zwischen den zwei Punkten a und
b liegt, kann folgendermallen reprasentiert werden

c=t-a+(1-t)-b, te(0,1)cR, ab,ceR5.
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Euklidischer Raum I ﬁ(IT
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@ Ein Punkt a im euklidischen Raum wird durch Koordinaten reprasentiert, die
sich auf ein Koordinatensystem e,, ey, e, beziehen.

a=a, e, +a,-e,+a,-e,=(aya,a,). ee,e, ER’

® Konventionen:

® Wir benutzen orthonormale Koordinaten-
systeme. Die Basisvektoren e, e,, e, sind
zueinander senkrecht (orthogonale)
stehende Einheitsvektoren.

B Wir benutzen rechtsdrehende
Koordinatensysteme. !
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Koordinatensysteme

Rechtsdrehendes
Koordinatensystem

e, X e, = e,

X Xy=z

(D
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Linksdrehendes
Koordinatensystem

e, X e, = —e,

X Xy=-2z

H2T



Koordinatensysteme i ﬂ(IT

Rechte-Hand-Regel flr rechtsdrehende Koordinatensysteme

Z
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Koordinatensysteme lll ﬂ(IT
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Basiskoordinatensystem (BKS) als initiales Bezugssystem

B Zusatzlich werden weitere lokale Koordinatensysteme verwendet:
® OKS: Objektkoordinatensystem
® EKS: Endeffektorkoordinatensystem
® SKS: Sensorkoordinatensystem
n

Manipulationsstrategie:
Einschenken
Instanz: Miisli, Teller

Manipulationsstrategie:
Einschenken
Instanz: Messbecher, Tasse

'l Hand relativ zu Ty . \‘7 Hand relativzu
Messbecherhenkel )_ __________ 3 Musligreifpunkt
\ \Griﬂqualitét MessbecheL ¢« T s AU 000 A \\Griﬁqualitét Mﬂsli,/
~\~-_~-~-~ Y : ) -
———————————— ~"‘~~,~~ \ o - T —————————
Messbecheréffnung ‘l a1 % e
relativ zu Tassendffnung  /=--eao___ Lo B A ¥ o Y
i U S T ompor k. &< o= R :
Tm— o L y ¥
——————————————— - { ,

___________
Messbecherboden relativ Tisch
Kontakt Messbecher und Tisch ,’

Kapitel 01 | 21




Lineare Abbildungen, Endomorphismen ﬁ(IT

B Lineare Abbildungen (Transformationen), die den euklidischen Raum auf sich
selbst abbilden nennt man Endomorphismen:

PR - R

B Endomorphismen kénnen durch quadratische Matrizen reprasentiert
werden:

(@) =A-a, AeR3>S

B A beschreibt einen Basiswechsel zwischen den originalen Basisvektoren e,

e, , €, und den neuen Basisvektoren e,’, e,’, e, :

A:(ex' ey' ez').(ex e, ez)—l
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Isomorphismen '\\J(IT

B Bijektive (umkehrbare) Endomorphismen nennt man
Isomorphismem.

B [somorphismen konnen spezielle und interessante Eigenschaften
besitzen:
1. Sie kdonnen Winkel erhalten. (Beispiel: Skalierung und Rotation)
2. Sie kdnnen Langen erhalten. (Beispiel: Rotation)

3. Sie konnen Handigkeit erhalten. (Beispiel: Rotation. Rechtshandiges
Koordinatensystem bleibt erhalten, usw.)

B Eine spezielle Art von Isomorphismen, die alle genannten
Kriterien erfullt ist die Rotationsgruppe (oder spezielle
orthogonale Gruppe) SO(3).

&
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Die Rotationsgruppeso(3) == oot

® SO(3) beinhaltet alle moéglichen Rotationen um willkirlich durch den
Ursprung gelegte Achsen.

B SO(3) ist nicht abelsch (nicht kommutativ), z.B.
A-B-x+#B-A-x, Xxe€R3 AB€SO03).

Warum ist SO (3) interessant fiir die Robotik?

® Mit Hilfe von SO(3), kann eine Objektpose (z.B. Position und Orientierung)
im Raum, so wie Transformationen zwischen zwei Robotergelenkachsen als
Verkettung einer Translation und Rotation reprasentiert werden:

p():RE->R3 o) =t+R-x, x,teR3 ReSO®).

® Die Abbildung () ist nicht linear! Sie wird affin genannt.
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Transformation zwischen zwei Robotergelenkachsen ..\g(IT

Kapitel 01 | 25 A H 2 I



Rotationen in 2D ﬁ(IT
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® Eine Rotation in der xy-Ebene um (0,0) ist eine lineare Transformation.

® Eine Rotation von a um (0,0) transformiert den
® Vektor (1,0)7 zu (cosa,sina)T

. y A
® Vektor (0,1)T zu (—sina,cosa)’
vz = (Oil)T
v,' = (—sina,cosa)’ A/
S~ : vy =(cosa,sina)’

- R
/ X

vl = (1'O)T

. : cosa —sina
® Rotationsmatrix R,(x) = ( . )-x
sina cosa

® mitRRT = RTR =1, det(R) =1
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Rotationen in 2D ﬁ(IT
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B Eine Rotation um einen Punkt ¢ # (0,0) ist keine lineare Transformation.
Sie transformiert (0,0) in einen anderen Punkt als (0,0).
B Vorgehen bei der Rotation um ein beliebiges Rotationszentrum c:
® Wir verschieben die Ebene um —c, sodass das Rotationszentrum in (0,0) liegt.
® Dann fuhren wir eine Rotation um (0,0) durch.
® Danach schieben wir die Ebene um +c zuriick.

Rc,a(x) = Ra(x —c)+c= Ra(x) + (_Ra(c) +¢)

@ R_,isteine nichtlineare Transformation. Sie unterscheidet sich von R, nur
durch das Addieren einer Konstante.

® Transformationen (wie R. o ) der Form T'(x) = A(x) + b werden affine
Transformation (oder auch affine Abbildung) genannt.
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Rotationen in 3D

B Eine 2D Rotation in der xy-Ebene ist in 3D eine Rotation um die z-Achse.

B Eine Rotation von Punkten um z hangt nicht von ihren z-Werten ab.
Punkte auf der z-Achse werden durch solch eine Rotation nicht betroffen.

B Die Rotationsmatrix um die z-Achse besitzt eine einfache Form:

® Die zu xy zugehdrige Teilmatrix ist identisch mit dem 2D Fall und die Eintrage
zum Einfluss von z auf x sowie y und umgekehrt sind jeweils O.

cosa —sina 0
W R,,=|sina cosa O

0 0 1

1 0 0 cosa 0 sina
® Ryy=|0 cosa —sina|, Ryu= 0 1 0

0 sina cos —sina 0 cosa
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Rotationen um Koordinatenachsen ..\g(IT

® Die Rotationen um die Achsen e,, e,, e, des Bezugssystems

sind besondere Rotationen. Sie konnen durch die
Rotationsmatrizen R,,R,, und R, dargestellt werden.

® Eine Rotation um die Achse e,
$p(a) = (ay, ay - cosb —a, -sind, a,, - sinf + a, - cosf)T

kann durch die folgende Rotationsmatrix dargestellt werden:

1 0 0
Ryop =10 cosf —sinf

0O sin@ cos6
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Rotationen um Koordinatenachsen Il ﬂ(IT

1
&o(a) = (()1_1.,(;5r -cosfl — a - sinf, a, - sinf + a, - cos 0)
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Rotationen um Rotationsachsen lli -\-\J(IT

® Analog gilt fir Rotationen um die Achsen e, e,:

cos@ 0 sinf cosf —sinf O
Ry g = 0 1 0 | R, =|sinf@ cosf® O

—sin@ 0 cos6@ 0 0 1

&
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Inverse Rotationsmatrix
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B Die inverse Rotationsmatrix kann leicht berechnet werden
(da sie der transponierten Rotationsmatrix entspricht):

1

0
cos(—0)
sin(—6)

0
—sin(—0)
cos(—0)

(

1
0
0

0
cos6
—sinf

0
sinf
cos6

) =Ry g
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Verkettung von Rotationen ﬁ(IT

@ Die Verkettung von Rotationen
¢z,93 (¢y,92 (¢x,01 (a))); a€eR3

B Wichtig: Es gibt zwei Moglichkeiten die obere Verkettung als
Matrixprodukt zu interpretieren:

B Von links nach rechts: Mit jeder Rotation andern sich die
Einheitsvektoren. Rotationen werden um lokale Achsen durchgefiihrt.

((Rz,93 ‘Ryp,) - Rx",Bl) ra=Rzg, "Ry, Rynpg -a

B Von rechts nach links: Rotationen werden um globale Achsen
durchgefihrt, die sich nicht andern.

RZ;93 ) (RJ/»QZ ) (Rx,91 ' a)) = RZ,93 ' Ry,92 ) Rx:91 rd
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Beispiel: Verkettung von Rotationen

B Verkettung der folgenden Rotationen:

B Rotation um y-Achse: -90° (— g)

® Rotation um z-Achse: 180° (m)

Kapitel 01 | 34

R,(7) = | sin 7

AT

Karlsruhe Institute of Technology

cos(——) O Slrl(——)1| [0 0 -1]
0 1 0 {=I0 1 0 I
_sin(—%) 0 cos(—;)JI |1 0 o |
[cosz —sinz 0] [-1 0 0]
| Ccos 7 0 I =I 0 -1 0 I
| o 0 1] o o 1]
ZII
144
y <
v x,’




Beispiel: Verkettung von Rotationen Il

B Berechnung der Rotationsmatrix

[0 0 -1][-12 0 o] [O 0 -1]
R:Ry(—g)Rz(ﬂ):{O 1 oHo 1 oI:Io 1 oI
2 0 ofjo o 1] [-1 0o 0]
B Transformation eines Vektors
[0 0 -1] [0 0 =—=1][u | [-u,]
u'=I0 -1 0I-u=IO -1 OHuZI:I—UZI
-1 0 0] -1 0 0] |u | [-u]
R x'
ZI
- -?0° R, (=) 180° R, (7)
— Yy -> y'
X
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Probleme mit Rotationsmatrizen '\\J(IT

B Rotationsmatrizen haben mehrere Nachteile:
B Redundanz: Neun Werte flir eine Rotationsmatrix

B |m Bereich des maschinellen Lernens: Wenn die Eintrage einer
Rotationsmatrix unabhangig voneinander pradiziert werden, ist es
wahrscheinlich, dass die resultierende Matrix keine gliltige
Rotationsmatrix ist.

B Wie geht man mit diesen Problemen um?

@ Nutzung anderer Darstellungen fur Rotationen, z.B. Eulerwinkel.

&
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Eulerwinkel ..\g(IT
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B Es ist moglich, jede Rotation durch drei Rotationen um drei
Koordinatenachsen darzustellen.

@ Die Achsen kdonnen willkirlich gewahlt werden, aber aus historischen
Grinden wird oft die sogenannte Euler-Konvention z, x', z"
verwendet.

® Die Winkel «, [ und y sind die Eulerwinkel. Sie beschreiben die
Rotationsmatrix

Rz,aRx',,B’Rz",y
cosa - cosy — siny - cosf - sina  —siny - cosa — cosy - cosf - sinad  sinf - sina
= | sina - cosy + siny - cosf - cosa —siny - sina + cosy - cosf - cosa —sinf - cosa
siny - sinf cosy - sinf8 cosfs
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Euler-Konvention z, x', z"

Euler-Winkel

® Drehung um a um die z-Achse des BKS R,
® Drehung um g um die neue x-Achse X’ R,
® Drehung um y um die neue z-Achse z" R,

R, = R,R.R,

Wichtig: Drehung um jeweils veranderte Achsen!
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Eulerwinkel Il ﬂ(IT
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B 12 verschiedene Abfolgen sind fiir die Rotationsmatrizen moglich:
W z-Xx-zZ, X-y-X, Y-Z-Y, Z-Y-Z, X-Z-X, Y-X-Y
W X-y-z, y-z-X, Z-X-Y, X-Z-Y, Z-Y-X, Y-X-Z

W Rotationen um lokale oder feste Achsen {F" ==y .:-}')\,
—> insgesamt 24 Maglichkeiten ._ ‘r'_lk’ ,
R e
/hl"- ---t:f.r’r\
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® Eine andere Konvention ist die Euler-Konvention x, y, z.

B Diese speziellen Eulerwinkel werden Roll, Pitch, Yaw genannt
(im Deutschen: Roll-Nick-Gier-Winkel).

@ Abfolge der Rotationen
1. x-Achse des BKS um a (Roll)
Z. y-Achse des BKS um S (Pitch)
3. z-Achse des BKS um y (Yaw)

Center of
Gravity

Pitch Axis

+ Pitch

Roll Axis
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Eulerwinkel Il ﬁ(IT
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B Vorteile der Eulerwinkel:
® Kompakter als Rotationsmatrizen
B Aussagekraftiger als Rotationsmatrizen

® Nachteil der Eulerwinkel:

® Nicht eindeutig:

B Beispiel: in der Euler z, x', z" Konvention, beschreiben
die Eulerwinkel (45°,30°, —45°) und (0°,30°,—0°)
die gleiche Rotation!

® Nicht kontinuierlich:
B Eulerwinkel einer kontinuierlichen Rotation sind nicht kontinuierlich

B Kleine Anderung in der Orientierung kdnnen zu groRen Anderungen der
Eulerwinkel fihren

W Konsequenz: Eine stetige Interpolation zwischen zwei Eulerwinkeln ist nicht
moglich
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Eulerwinkel: Interpolationsproblem ﬂ(IT

a
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Unterschied SO(3) und SE(3) ﬂ(IT

B SO(3) W SE(3)
@ Orientierung B Position und Orientierung
B ReSOB) cR3>3 B (p,R) € SE(3)

mitp € R3,R € SO(3)

R

-

(p,R)
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Rotationen um lokale Achsen

B Berechnung der Rotationsmatrix

AT
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[0 0 -1][-1 0 O] [O O —-1]
R:Ry(—g)Rz(ﬂ):{O 1 oHo 1 oI:Io 1 oI
2 0 ofjo o 1] [-1 0o 0]
® Transformation eines Vektors
o o -1 To o -1][u] [-u,1 [|Vonlinks nach rechts:
voelo —1 oluzlo -1 oll, I_l_, | |Mit]eder Rotation andern sich
|L—1 ) oJ |L—1 . oJ LUZJ {_UZJ die Einheitsvektoren.
’ ' Rotationen um lokale Achsen
R x'
Z’ Z”
e 907 R 180° R, () X
— Yy ng y' )
X
il X”
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Eulerwinkel — Gimbal Lock ﬁ(IT

B 12 verschiedene Abfolgen sind fiir die Rotationsmatrizen moglich:
W z-Xx-zZ, X-y-X, Y-Z-Y, Z-Y-Z, X-Z-X, Y-X-Y
W X-y-7, Y-2-X, Z-X-Y, X-Z-Y, Z-Y-X, Y-X-Z
B Rotationabfolge x-y-z (Roll — Pitch — Yaw):
cosy —siny 0
R,y = <siny COS Yy O)
0 0 1

COSﬁ 0 Sinﬁ Pitch Axis
Ry,ﬁ — 0 1 0
—sinf 0 cosf

1 0 0
0O cosa -—sina
0 sina cosa
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Eulerwinkel — Gimbal Lock

B Gimbal (kardanische Lagerung) erlaubt die
Rotation um eine vorgegebene Achse

B Kombination von 3 Elementen um freie
Bewegung zu erlauben

B Messinstrumente wie Gyroskop, Kompass

B Gimbal Lock

B Bei bestimmten Winkeln
werden zwei Achsen
voneinander abhangig

® Ein Freiheitsgrad geht
verloren
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Eulerwinkel — Gimbal Lock -\\J(IT

ttttttttttttttttttt f Technology

® Annahme: f = —g
0 0 -1
® sin(—-=)=-1;cos(—-=)=0 R =10 1 O
! ( 2) ( 2) ‘ y,ﬁ=—%
B Multiplikation der Matrizen:
0 —siny -—cosy\ /1 0 0
R =R,, RyB=_g Ryo =10 cosy —siny |[0 cosa -—sina
P=72

1 0 0 0 sina cosa

0 cosy cosa—sinysina —cosysina —cosasiny

<0 —Ccosysina — cosasiny sinysina—cosycosa)
1 0 0

0 cos(a+y) —sin(a+y)
1 0 0

» Gemeinsame Drehachse fur Drehung um a und y, 1 DOF geht verloren

&
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Rotationsmatrix vs. Eulerwinkel =N ol
Rotationsmatrizen Eulerwinkel
® Redundanz durch 9 Werte B Kompakter

W Aussagekraftiger
® Nicht eindeutig

® Gimbal Lock

® Nicht kontinuierlich

Y
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Eulerwinkel vs. Roll-Pitch-Yaw
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Eulerwinkel (z, x', z"")

® Multiplikation von links nach rechts
Rs = R,(a) R,/ (f) R, (¥)

® Jede Drehung bezieht sich auf das
neue Koordinatensystem

® Drehung um jeweils veranderte
Achsen

Roll-Pitch-Yaw (x, y, z)

® Multiplikation von rechts nach links
Rs = R,(y) Ry(B) Ry(a)

B Jede Drehung bezieht sich auf das
BKS

B Drehung jeweils um unveranderte
Achsen
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Orientierungsbeschreibung mit 3x3-Matrizen -\-\J(IT

Bewertung

® Vorteil: Vektor und Rotationsmatrix sind anschaulich und daher eine
ubliche Form der Eingabe von Objekt- und Endeffektorpose

® Nachteil: Vektor- und Matrixoperationen werden getrennt durchgeftihrt
(p,R) mitp € R3und R € SO(3) c R3*3

Ziel

B Geschlossene Darstellung von Rotation und Translation
In einer Matrix

- Benutzung affiner Transformationen
(Einsatz u.a. in der projektiven Geometrie)

o
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Affine Transformationen ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

@ Der affine Raum ist eine Erweiterung des euklidischen Raumes.

@ Er beinhaltet Punkte und Vektoren, die in erweiterten (oder homogenen)
Koordinaten ausgedruckt werden:

a = (ay ay,a,h)", he{01}

B Affine Transformationen kdnnen so definiert werden, dass lineare
Transformationen im euklidischen Raum (wie Rotation, Skalierung und Scheren
um den Ursprung) mit Translationen kombiniert und in homogenen Koordinaten
ausgedruckt werden konnen:

b=Ax+1t
=

b=()=G AO+=G HE)

o stellt den Nullvektor dar.
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Affine Transformationen Il

B Vorteile:
® Es wird ermoglicht, Rotationen um beliebige Achsen im affinen Raum zu
formulieren.

B Rotationen und Translationen kénnen in einer einzelnen homogenen Matrix
kombiniert werden. Das heilSt, Rotationen und Translationen kénnen einheitlich

abgehandelt werden.
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Homogene 4x4-Matrizen -\-\J(IT

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

® Allgemeine homogene 4x4 Matrix

® Translationsmatrix

Verschiebung des Objekt-Koordinatensystem (OKS) nach (t,, t,, tZ)T
im Basis-Koordinatensystem (BKS)

1 0 0 ¢t
s _[0 10 ¢
trans —
0 0 1 ¢,
0 00

&
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Homogene 4x4-Matrizen

B Basisrotationsmatrizen

1 0 0
T = 0 cosa -—sina
0 0 sina cosa
0 0 0
cosf 0 sinf
T 0 1 0
v.B —sinf 0 cosp
0 0 0
cosy -—siny 0
T = siny cosy O
ZY 00 1
0 0
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Beispiel: Verschiebung mit homogenen 4x4 Matrizen -\\J(IT

ttttttttttttttttttt f Technology

@ Zwei Punkte a und b sollen um + 5 in x-Richtung und um —3 in z-
Richtung verschoben werden.

a= (43,217 b= (62417
1 0 0 5 4 9
a =4 -a-= 010 0 3 = 3
0 0 1 -3 2 —1
0 0 0 1 1 1
1 0 0 5 6 11
a4 omn_[0 1 0 O 21 | 2
b'=4-b= 0 0 1 -3 41 | 1
0 0 0 1 1 1

&
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Homogene 4x4-Matrizen lli -\-\J(IT

ttttttttttttttttttt f Technology

® Abbildung des Ortsvektors pygs Im OKS ins BKS:

Pers = T'Poks

Ny Ox Ay Uy

..~ _[n, 0y a, u,\ m o a u
mit: T = n, o, a, u,| (O 0 0 1)
O 0 O 1

@ u: Ursprung des OKS
@ n, 0, a: Einheitsvektoren des OKS beztiglich BKS

o
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Homogene 4x4-Matrizen IV -\\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

® Invertierung R~ = RT

M n n. —-n'u “n'u
X y z
T T
T ‘= O, 0y, O, -0 UL Rixs -0 u
_ E T
a, a, a, -—-a'u _a'uy
0 0 0 1 0 0 0 1

Y
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Homogene 4x4-Matrix: Eigenschaften -\-\J(IT

® Eine homogene 4x4 Matrix enthalt 12 (n, 0, a, u)
nichttriviale KenngroBen im Gegensatz zu 6 (x,y,z,a, 5,y )
notwendigen

® Redundanz wegen Orthogonalitiat (RRT = 1)

B Drehachsen und Drehreihenfolge sind implizit enthalten

&
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Vergleich: kartesische und homogene Darstellung

B [n kartesischen Koordinaten

B In homogenen Koordinaten
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AT

Koordinatensysteme B oa ot

Interpretationen von homogenen 4x4 Matrizen
® Lagebeschreibung eines Koordinatensystems:

A
Hp
beschreibt die Lage des Koordinatensystems B relativ zum
Koordinatensystem A
® Transformationsabbildung:

AHg: BP— 4P

® Transformationsoperator

H: 4P — 4P,
H2T



Beispiel: Koordinatensystem-Transformation ﬁ(IT

® Gegeben: Punkt £X5P = (0,—-3,5)
® Gesucht: BXSp

0 1
Effektor R=[1 0 0)
0O 1 0

BKS «
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Beispiel: Koordinatensystem-Transformation

® Gegeben: Punkt £X5P = (0,—3,5)T
® Gesucht: BXSp

001 -7\ /0 —2
psp |1 0 0 0 |[=3]_[0
010 8|5 5
00 0 1 1 1
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Verkettete Lagebeschreibung -\\J(IT

ttttttttttttttttttt f Technology

® SeiB%SH, die Lagebeschreibung des Objekts A bzgl. BKS
® Sei“Hy die Lagebeschreibung eines Objekts B, bezogen auf das OKS von A

W SeiB%SH, die Lagebeschreibung des Objekts B bzgl. BKS

So gilt

BKSH, = BKSH, AH,

® Im Vergleich zur kartesischen Darstellung kompaktere Schreibweise:

Rpnew + Vonew = Ra (Rp +v5) + 4 = RyRp + (Ry g+ Vy)

o
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Verkettete Lagebeschreibung Il -\\J(IT

® Lage von Objekt 1 bzgl. BKS: BXSH .,
® Lage von Objekt 2 bzgl. Objekt 1: lH,,
® Lage von Objekt 3 bzgl. Objekt 2: 92H,,
® Lage von Objekt 3 bzgl. BKS: BKSH,,

B Bel einer verketteten Stellungsbeschreibung durch ein Produkt von
Matrizen muss jede Matrix sich auf die durch die jeweils links stehende
Matrix definierte Stellung beziehen:

n

AHHA mit Ay = BKS
‘ ‘ i

=1

&
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Quaternionen _\.\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

@ Probleme mit Rotationsmatrizen:
® Redundant
® Schwierige Interpolation

@ Probleme mit Eulerwinkeln:

® Numerisch instabil
® Gimbal Lock

B Existiert eine andere Reprasentation ohne diese Nachteile?
® Antwort: Quaternionen!

® Quaternionen sind eine Erweiterung der Komplex Zahlen C
(,Hyperkomplexe Zahlen®)

W Gepragt 1843 durch William Rowan Hamilton
W Closed-form solution of absolute orientation using unit quaternions, Horn 1987
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Quaternionen: Definiton = == w ..

B Die Menge der Quaternionen H ist definiert durch

H= C+ Cj

mitj2=—1lundi-j=—j-I.
W Ein Element g € H hat die Form
qg=(a, W) =a+ ui+uyj+usk
mita € Ru€ R3und k=1i-j.

B Koeffizient a wird als Realteil bezeichnet
B u = (uy,uy,u3)’ als Imaginarteil

&
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Quaternionen: Rechenregeln | '\\J(IT

B Gegeben zwei Quaternionen q, r:

q=(a,u)’, r=(b,v)’

@ Addition:
qg+r=(a+bu+v)

B Skalarprodukt:
(glry=a-b+ (vluy=a-b+vy -u; +v, u, +vs-us

@ Multiplikation:

q-r =+ uyi+uyj+usk):  (b+vii+vyj+ v3k)

&
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Quaternionen: Rechenregeln Il "\-\J(IT

® Quaternion:

q=(a,uw)’

® Konjugiertes Quaternion:
q* — (a, _u)T
® Norm:
91 =@ @ =T q= Jad +uf+u+
W Inverse:
g T
T Tar
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Quaternionen: Rotationen -\-\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

B Beschreibung eines Vektor p als Quaternion q

p=xyz2" = q=0p)

W Skalar s als Quaternion q
q=(s,0"

B Einheitsquaternionen $3 :
B Esexistiert eine Einbettung von SO(3) c R3 nach H
B Rotationen sind definiert durch Einheitsquaternionen $3

® Bilden eine Gruppe S ={q € H | ||q||* =1}

® Gruppeneigenschaften:
z.B. Existenz eines inversen Elements zu jedem Gruppenelement

&
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Quaternionen: Rotationen Il -\-\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

B Sei eine Rotation beschrieben durch

® Eine Drehachse a mit||la|| = 1
® und ein Drehwinkel ¢,

dann existiert hierflr eine Reprasentation als Quaternion

q= (COSE,a sinf)

® Ein Punkt v wird mit einem Quaternion q rotiert durch :
v = quq~?!
® Da q ein Einheitsquaternion ist, gilt g~ = g* und somit folglich:

v = quq*

&
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Quaternionen: Rotationen Il -\-\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

B Konkatenation zweier Rotationen eines Vektors v mit
zwei Quaternionen q und r:

¢q . q r . T
q= (cos7,uq sm7), r= (cos;,ur 51n7)

B Rotation mit einem Quaternion:

f(w) = quvq", h(v) = rvr*

® Dann entspricht f o h gerade der Rotation mit dem Quaternionp =q - r

Y
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Quaternionen: Rotationen IV

@ Beispiel: Rotation des Punkts

5.

um die Drehachse
mit Winkel

Darstellung von p als Quaternion v

Rotationsquaternion q

Konjugiertes Quaternion q*

Rotation von v um q

Darstellung als Punkt p,.

AT

ttttttttttttttttttt f Technology

p = (109"
a = (1,0,0)7
¢ = 90°

v=0+1i+ 0j + 9%
¢ ¢

q=cos_ + 1l'°Sl'Tl;+0j+0k
q° = cos%— 1i-sin%— 0j — 0k
v, = quq’
v,=0+1i—9j + 0k
pr=(1,-9,0)"

@ Achtung: Die Multiplikation als Quaternion ist NICHT kommutativ.
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Quaternionen: Bewertung ﬂ(IT

B Vorteile:

® Kompakte Darstellung: 4 Werte im Vergleich zu 9 bei Rotationsmatritzen
Anschaulich (angelehnt an Axis-Winkel Reprasentation)
Konkatenation moglich, ahnlich wie bei Rotationsmatrix
Kann fur Berechnung der Inversen Kinematik verwendet werden (spateres Kapitel)
Kein Gimbal Lock

B Reprasentation ist stetig (keine Sprlinge, siehe Bilder)
® Nachteile:

® Nur Beschreibung von Rotation, keine Translation

g1 g3 92

g0
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Quaternionen: Interpolation ﬂ(IT

t=0 t=1

B Ziel: Kontinuierliche Rotation zwischen zwei Orientierungen

@ Probleme:
B Euler-Winkel sind nicht kontinuierlich

W Rotationsmatrizen haben viele Freiheitsgrade
B Interpolation von Quaternionen mittels SLERP (Spherical Linear Interpolation)

® Ahnlich zu linearer Interpolation:a- (1 —t) + b - t




Quaternionen: SLERP -\-\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

SLERP Interpolation von g, nach g, mit dem Parameter t € [0, 1]

B SLERP Interpolation:

B Slerp(q:,42.t) = q1 - (q7" - q2)°
® Potenzieren von Quaternionen wird nicht in der Vorlesung behandelt

B Direkte Formulierung der SLERP Interpolation:

sin(1-t)6 sin t@
"q1

u Slerp(q1,92,0) =
B Mit(qq|qy) = cos@

q:

sin 6 sin 6

@ Ergebnis:

® Rotation mit konstanter Winkelgeschwindigkeit

&
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Quaternionen: Interpolationsprobleme '\\J(IT

B Problem: Orientierungen in SO(3) werden durch Einheitsquaternionen
doppelt abgedeckt.

B Zeige: Die Einheitsquaternionen q und —q entsprechen der gleichen
Rotation.
Beweis:

® Rotation von v um q entspricht Rotation von v um —q.

v, =qvq = (—qv(-q)
® Die negativen Vorzeichen loschen sich aus.

B SLERP berechnet deshalb nicht immer die kiirzeste Rotation
® Es muss gepruft werden, ob die Rotation von g4 zu q, oder —q4 zu q, kirzer ist

&
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Duale Quaternionen -\-\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

® Warum?

B Reelle Quaternionen eignen sich fiir die Beschreibung der Orientierung, nicht
aber zur Beschreibung der Lage eines Objektes (Translation fehlt).

B Idee:

B Ersetze die 4 reellen Werte eines Quaternion durch Dualzahlen

W Erhalte so zusatzliche translatorische Komponente um die Lage eines Objekts
ausdrucken zu kénnen

&
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Duale Quaternionen

Duale Zahlen
® Duale Zahlen sind von der Form

d =p+¢.5s, wobeie? =0
® Primarteil p, Sekundarteil s

® Ahnlich wie bei komplexen Zahlen lassen sich die iblichen
Operationen ableiten

W Seiend, = p, +¢-s;,undd, = p, + ¢ s, duale Zahlen, dann gilt
W Addition: d+d, =p, +p, +te- (51 +5,)

&
Kapitel 01 | 81 H 2 I



Duale Quaternionen = ==N -
Beschreibung

DQ = (dy,d, d3 dy), d; = dp; +¢€- ds;

® Der reale Skalarteil enthalt den Winkelwert 6/2 und der imaginare
Skalarteil die Translationssgrof3e d

B Die restliche drei Dualzahlen beschreiben eine beliebige gerichtete,
normierte Gerade Im Raum, bzgl. der die Rotation und Translation
erfolgen
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Duale Quaternionen Il ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Multiplikationstabelle fir duale Einheitsquaternionen
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Duale Quaternionenttt ... . ... ®==N ..

B Rotation um eine Achse a mit dem Winkel 6:

= 0 in (2 0,0,0,0
qr—(cos<E),a-51n<§))+e-(, ,0,0)

@ Translation mit dem Vektor t = (tx, ty, tz)

te ty t,
— 1’0’0’() : 0’_)_)_
q: = ( )+e-( > 2)

B Kombination zu einer Transformation T';
adr = 9:9r

&
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Duale Quaternionen IV -\-\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

B Eine Transformation T mit einem rotations Teil 7 und einen translatorischen
Teil £, kann als duales Quaternionen beschrieben werden durch:

dr = q94:9r

® Eine Transformation g wird auf einen Punkt p (als duales Quaternion) wie
folgt angewendet:

p' = qrpqr’, mitqr* = (q:9,)" = 9,7 q¢"

® Konjugieren (komplex und dual)vonq =p + ¢ - s:

q*=p*_g.s*

&
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Duale Quaternionen: Beispiel -\-\J(IT

ttttttttttttttttttt f Technology

W Beispiel: Rotation eines Punkts p = (3,4,5)7
um Drehachse a = (1,0,0)" mit ¢ = 180°
und Translation mit p; = (4,2,6)T

@ p als duales Quaternion v
Vg =1+ 3¢ei +4¢j + 5¢k

® Rotation als duales Quaternion q,.

qr=cosg+1i-sin§+0j+0k=i

® Translation als duales Quaternion q;
q; =1+ 2¢i + 1¢j + 3¢k

® Kombination als duales Quaternion qr
ar = q¢ - qr = (1 + 2ie + 1je + 3ke) - i =i —2e — 1lek + 3¢j

Y
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Duale Quaternionen: Beispiel @ =0 oty
W Beispiel: Rotation eines Punkts p = (3,4,5)7

um Drehachse a = (1,0,0)" mit ¢ = 180°

und Translation mit p; = (4,2,6)T

Wgr=0+i)+e(-2—-1k+3j) =i—2e—1ek + 3¢j
Wgr=0-i)—e(—2+1k—3j) =—i+ 2+ 3¢j — 1k

® Transformation:
vr = qrvgqr = (i — 26 — 1lek + 3¢j)(1 + 3¢ei + 4¢j + 5¢k)qr

= (i —5& — 2¢j + 3ek)(—i + 2e + 3¢j — 1¢k)
=1+ 7l —2¢ + 1ek

® Ergebnis:pr = (7, =2, D7

&
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Duale Quaternionen: Beispiel @ B aRE
W Beispiel: Rotation eines Punkts p = (3,4,5)7

um Drehachse a = (1,0,0)" mit ¢ = 180°

und Translation mit p; = (4,2,6)T

® Ergebnis:pr = (7, =2, D7

® Probe:

® Rotation um die x-Achse mit ¢ = 180°
pr = (3,—4, _S)T

® Translation mit p; = (4,2,6)7:
pr=pr+p:=03,-4-5"+426)"=(7-21"

&
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Duale Quaternionen: Bewertung -\-\J(IT

B Vorteile:
® Dualquaternionen sind zur Lagebeschreibung eines Objekts geeignet

® Operationen auf Dualguaternionen erlauben auch alle benétigten
Transformationen

® Geringe Redundanz, da nur 8 Werte im Vergleich 12 Werten der homogenen
Matrix Darstellung

® In der Regel geringe Anzahl an Einzeloperationen je Rechenoperation

® Nachteile:

W Schwierigkeit fiir den Anwender, eine Lage durch Angabe einer Dualquaternion
zu beschreiben

B Komplexe Verarbeitungsvorschriften (z.B. fir Multiplikation)

&
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Zusammenfassung -\\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

B Verschiedene Darstellungsformen Rotation und Translation im Euklidischen
Raum E

® Rotationsmatrix und Verschiebungsvektor
Eulerwinkel

Homogene 4x4 Matrix

Quaternionen

Duale Quaternionen

B Jede Darstellungsart hat spezifische Vor- und Nachteile
B Konkrete Anwendung bestimmt Auswahl der Methode

&
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Englische Begriffe ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Gelenk Joint

Glied Link

Endeffektor End Effector — Tool Center Point (TCP)
Greifer Gripper

Kinematische Kette Kinematic Chain
Freiheitsgrade Degrees of Freedom (DoF)
Lineare Abbildung Linear Map
Koordinatensystem Coordinate System
Euklidischer Raum Euclidean Space
Basisvektor Base Vector

senkrecht perpendicular
Basiswechsel Change of Base
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